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Введение 
Исследование многомерных дифференци-
альных систем связано со значительными мате-
матическими трудностями. Начало их система-
тическому исследованию положили А.Пуанкаре 
и А.М. Ляпунов. Их методы до сих пор являются 
основными при качественном исследовании сис-
тем дифференциальных уравнений. Применение 
этих методов в каждом конкретном случае на-
талкивается на огромные трудности. Это выну-
ждает исследователей искать другие пути, об-
легчающие работу по изучению свойств реше-
ний дифференциальных систем. 
Два десятилетия назад Мироненко В.И. 
предложил новый метод – метод отражающей 
функции. С его помощью удается находить на-
чальные данные периодических решений перио-
дических дифференциальных систем и исследо-
вать эти решения на устойчивость. Конкретные 
примеры такого исследования можно найти как 
в [1], так и в [2], а также в работах других иссле-
дователей, которые не вошли в [2]. Это прежде 
всего работы [3]–[9], а также [10]–[11], в кото-
рых предложен новый подход к использованию 
понятия отражающей функции. 
 
1 Основные положения теории отра-
жающей функции 
Приведем здесь основные положения тео-
рии отражающей функции необходимые для по-
нимания дальнейшего изложения. 
Для каждой дифференциальной системы 
( , ),dx X t x
dt
=  ,t R∈  nx D R∈ ⊂ , (1.1) 
удовлетворяющей условиям теоремы существо-
вания и единственности с общим решением в 
форме Коши 0 0( ; , )t t xϕ  отражающая функция 
 определяется формулой  ( , )F t x
( , ) : ( ; , ).F t x t t xϕ= −  
Такое определение позволяет сразу заме-
тить, что в том случае, когда система (1.1) 2ω -
периодична, отображение ( , )x F xω−6  являет-
ся отображением А. Пуанкаре (отображением за 
период [ ; ]ω ω− ). 
Функция  является отражающей 
функцией системы (1.1) тогда и только тогда, 
когда она является решением задачи Коши 
( , )F t x
( , ) ( , ) 0,F F X t x X t F
t x
∂ ∂= + − =∂ ∂   (1.2) (0, ) .F x ≡ x
Мироненко В.И. назвал соотношение (1.2) 
основным соотношением для отражающей функ-
ции. Это соотношение позволяет иногда найти 
отражающую функцию системы (1.1) даже то-
гда, когда система (1.1) не интегрируется в квад-
ратурах. В частности, если  есть нечетная 
по  функция, то, как следует из (1.2), 
( , )X t x
t
( , )F t x x≡  и все продолжимые на [ , ]ω ω−  реше-
ния системы (1.1) 2ω -периодичны, если сама 
эта система 2ω -периодична [1, с. 13]. В даль-
нейшем используется этот факт, но не напря-
мую, а опосредованно. В работе рассматривается 
двумерная система дифференциальных уравне-
ний, для которой некоторая линейная форма фа-
зовых переменных удовлетворяет специально 
построенному дифференциальному уравнению.  
Временные симметрии двумерных неавтономных дифференциальных систем 
 
2 Основные результаты работы 
В настоящей работе понятие отражающей 
функции Мироненко В.И. [1], а также [2] приме-
няется к изучению свойств решений двумерных 
неавтономных дифференциальных систем с по-
линомиальной относительно координат фазового 
вектора правой частью. 
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Рассмотрим систему  
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с непрерывными на  коэффициентами  
 и   , 
\
( )i ia a t= ( )i ib b t= 0,5=
y
i . 
Пусть  есть дифференцируемая на  
функция. Тогда функция , опреде-
лена при всех  и всех 
( )a t \
: ( )U a t x= +
t ∈ \ ,x y . На каждом ре-
шении ( ), ( )x x t y y t= =  системы (2.1) эта функ-
ция дифференцируема и ее производная опреде-
ляется формулой  
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Лемма. Пусть для функций 
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1 2 2 2 5: , :aa b aa bα α= + = + ,  
( )i ia a t= , , ( )i ib b t= 0,5i = , 
выполнены условия  
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Тогда для любого решения ( )( ), ( )x t y t  сис-
темы (2.1) функция : ( ) ( ) (U a t x t y t)= +  удовле-
творяет уравнению Риккати [12, с. 50] 
2
0 1 2U Uα α α= + + U
0
   (2.4) 
где 0 0aa bα = + . 
Доказательство. Производная функции 
 вычисляется по формуле 
(2.2). Поэтому  
: ( ) ( ) (U a t x t y t= + )
y =2 2 20 1 1 2 2 2
2
0 1 2
2
.
U ax y a x xy
U U
α α α α α α
α α α
= + + + + +
= + +

 
Лемма доказана. 
Следствие. Пусть для системы (2.1) вы-
полнены все условия леммы. Тогда для любого 
решения ( )( ), ( )x t y t  этой системы, определенно-
го на отрезке [ ];ω ω−  для всех [ ];t ω ω∈ −  спра-
ведливо тождество 
( )( ( ) ( ) ( )) ( )( ) ( ) ( )
( )( ( ) ( ) ( )) ( )
m t a t x t y t r ta t x t y t
где ( ) ( ) ( )m t z t n t= + , а функция  – четная и ( )z t
(0) 1z = , функции  – нечетные и 
удовлетворяющие системе уравнений 
( ), ( ), ( )n t r t s t
1 0 0
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2 0 2
2 2 ;
2 2
;
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t t
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α α α
α α α
α α α
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
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Доказательство следует из [1, с. 34]. 
Теорема 1. Пусть для функции 
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функции 0 0 0 1 2 2 2 5: , : , :aa b aa b aa bα α α= + = + = +  
– нечетны и удовлетворяют условиям (2.3). То-
гда для всякого решения ( )( ), ( )x t y t  системы 
(2.1), продолжимого на симметричный отрезок  
[ ];ω ω− , для всех  [ ];t ω ω∈ −  справедливо тож-
дество ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a t x t y t a t x t y t+ ≡ − − + − . 
Доказательство. Согласно лемме функция  
: ( ) ( ) ( )U a t x t y t= +  удовлетворяет уравнению 
Риккати (2.4). Коэффициенты этого уравнения 
нечетны. Поэтому, согласно [1, с. 13], его отра-
жающая функция задаётся формулой ( , )F t x x≡ , 
а все его решения, определённые при , чёт-
ны. Откуда и следует утверждение теоремы. 
0t =
Теорема 2. Пусть для системы (2.1) с диф-
ференцируемыми на  и \ 2ω -периодическими 
коэффициентами выполнены все условия леммы 
и  
( )
0 2
1 0
0
0 2 0
0
( ) ( );
( ) cos 2 ( )
( ) ( ) sin 2 ( ) .
Ч Ч
t
Ч
t
Ч
t t
t d
t t d
α α
α α τ τ
α α α τ
≡
≡
≡ −
∫
∫ τ
 
Тогда если 0
0
2 ( )Ч d k
ω
α τ τ π=∫ , , то для лю-
бого продолжимого на 
k ∈ N
[ ];ω ω−  решения 
( )( ), ( )x t y t  системы (2.1) функция 
: ( ) ( ) ( )U a t x t y t= +  является 2ω -периодической. 
Если же  0
0
2 ( )Ч d k
ω
α τ τ π≠∫ , то эта функция U(t) 
непериодична, а система (2.1) не имеет 2ω -
периодических решений. 
Доказательство. Согласно лемме функция 
 удовлетворяет уравнению (2.4).  ( )U t,s t a t x t y t m t
+ +− − + − ≡ + + −  
Е.В. Вареникова 
 
Из условия теоремы, согласно [1, c. 42], сле-
дует, что отражающая функция полученного 
уравнения Риккати имеет вид 
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0 0
0 0
0 0
0 0
cos 2 ( ) sin 2 ( )
( , )
sin 2 ( ) cos 2 ( )
t t
t t
x d
F t U
d
x d d
α τ τ α τ τ
α τ τ α τ τ
−
=
+
∫ ∫
∫ ∫
. 
Согласно основной лемме из [1, c. 12], ре-
шение 0( ) : ( ; , )U t U t Uω=  уравнения (2.4) про-
должимое на [ ];ω ω−  будет 2ω -периодическим 
тогда и только тогда, когда 0( ; )F U U0.ω− =  От-
куда, используя вид отражающей функции, и 
получаем утверждение теоремы. 
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